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 چکیده
مدل بندي يکي از اساسي ترين روش هاي تبیین متغیرهاي آماري است که با استفاده از آن مي توان به چگونگي  مقدمه:

آمیخته تا حدود زيادي مي تواند نیکوئي برازش مدل را بهبود بخشد؛ لذا هدف از اين توزيع متغیر پاسخ مورد نظر پي برد. توزيع 
 مطالعه معرفي توزيع سري لگاريتمي آمیخته و مدل بندي اثر تغذيه بر بروز عارضه بیماران ديابتي توسط آن مي باشد.

مناسب برازش داده شده به داده هاي در اين مطالعه پس از معرفي توزيع آمیخته سري لگاريتمي، مدل  ها:مواد و روش 

متغیر مربوط به انواع و نحوه مصرف مواد غذايي به عنوان  32مربوط به تغذيه بیماران ديابتي بررسي مي گردد. در اين مطالعه 
 متغیرهاي مستقل و عارضه به عنوان متغیر پاسخ براي مدل بندي آماري در نظر گرفته شدند.

العه نشان داد با توجه به مقدار آماره کاي دو حاصل از توزيع سري لگاريتمي آمیخته، مدل نتايج مط های پژوهش: یافته

1برازش داده شده با نسبت هاي آمیختگي 

32
 به تمام متغیرهاي مستقل، مدل مناسبي مي باشد. 

صفر مي باشند و هم  با توجه به اين که داده هاي مربوط به بروز عارضه بیماران ديابتي فاقد چگالي بحث و نتیجه گیری:

يابیم که توزيع سري لگاريتمي حاصل از توزيع سري لگاريتمي آمیخته و توزيع پواسون آمیخته، در مي  χ2چنین مقايسه مقدار آماره 
 ها برازش مي دهد.آمیخته مدل مناسب تري به داده 
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 دمهمق
در بسیاري از مساائل کااربردي تشاخید مادل     
مناسب براي توزيع صفت جامعه مورد بررسي از اهمیت 

هااي ببیعاي معماو       اي برخاوردار اسات. پدياده    ويژه
هايي چند متغیره هستند که تحات تااثیر عوامال     پديده

مختلف بوده و از نوعي نااهمگني برخوردارناد. بررساي    
صاور  ياج جامعاه واحاد و همگان      ه ها با  اين پديده

تواند به نتاايج کاام       خصوصا  در حالت چند متغیره مي
 اساتفاده از توزياع  اي منجر شود. کاربرد و   گمراه کننده

ها سابقه  انعطاف پذيري با ي آن دلیله هاي آمیخته ب 
هااي علماي از جملاه      بسیار باو ني در اغلاب زمیناه   

ماديريت و    پزشکي، کشاورزي، هواشناساي، بازارياابي،  
هاا زمااني     گونه توزيع غیره دارد. مزيت استفاده از اين

هاا    داده  ها داراي پراکنادگي زيااد و مجموعاه     که داده
باه   ر افتااده باشاند،   حاوي مشاهدا  گمشاده حتاي دو  

خوبي معلوم است. اين نوع مسائل آماري اولین بار مورد 
پیرسن قرار گرفات و پاس از او ماج  کا ن و     توجه 

مااج  کاا ن و پیاال، مااج  کاا ن و     باساافورد، 
در مقااا    و ساااير محققااان آماااري( 2-4)کريشاانان

  متعددي روي اين موضوع بحث و بررسي کردند. توزيع
هااي    توان بر پايه بسیاري از توزيع  ا ميهاي آمیخته ر

شناخته شده مثل يکنواخت، نمايي، نرماال، پواسان، دو   
  بندي کارد. هادف از هار مادل     اي و غیره مدل  جمله

ساات، بااراي باارآورد ا بناادي آماااري باارآورد پارامترهااا
هاااي گوناااگوني از جملااه گشااتاورها،   پارامترهااا روش

و  EMت کاارلو،  الگاوريتم مونا    ماکسیمم درساتنمايي، 
MCMC (.8)وجود دارد 

در دنیا به دلیال شایوه   « قاتل خاموش»يا ديابت 
به افزايش است و به عنوان يکاي از   نادرست زندگي رو

آيناده خواهاد   ها در   ترين علت مرگ و میر انسان مهم
. افزايش فشارخون، دفع پاروتيین در ادرار، احساا    بود

کام شادن     باو ني، هااي    گز گز در دست و پا، زخام 
هااي    عفونت عصبي و  در  بینايي، مشک   کلیوي،ق

جاا کاه    مکرر از عوارض شايع اين بیماري است. از آن
ايان   عوامل مساعدکننده بسایاري در ايجااد و تشاديد   

ن جهات باا  باردن    يا بر باشند، بنا  عوارض دخیل مي
ن و تامین رفاه اين قشر از جامعاه،  کیفیت زندگي بیمارا

 هاي جديد باراي مادل    قان همواره به دنبال روشمحق 

بندي و برخاورد باا فاکتورهااي تشاديدکننده بیمااري      
 باشند.  ديابت بر اسا  وضعیت تغذيه بیماران مي

که مقادير متغیر تصادفي توزيع  با توجه به اين
سري لگاريتمي عدد صفر را در دامنه خود ندارد لذا 

داده هاي مربوط به مقاله، ارائه مدل آماري اين هدف 
تغذيه اثرگذار بر بروز عارضه در بیماران ديابتي با 

 .استفاده از مدل سري لگاريتمي آمیخته مي باشد
هاي بسیار دور محققان   از گذشته :توزيع آمیخته
 دسته بندي و خ صههايي براي   روشهمواره به دنبال 

اين موضوع زماني اهمیت پیدا  اند.  ها بوده  نمودن داده
  ها خصوصا  پزشکي،  نمود که آمار به کمج ساير رشته

پزشکي و مهندسي آمد.  روان  جامعه شناسي، مديريت، 
هاي آماري و گذر از آمار بیز   با ورود کامپیوتر به تحلیل

براي  هاي بیشتري مار ک سیج به مرور روشبه آ
که کارل  نها ابداع شد تا ايخ صه بندي داده 

 هاي آمیخته را معرفي نمود.   وزيعت (8)پیرسن
 هاي آمیخته در مواردي است که  کاربرد مدل

 گونهه ب  ،جامعه آماري ترکیبي از چند زير جامعه بوده
ه اي از اين جامعه گرفته مي شود، ب  اي که وقتي نمونه 

بور دقیق مشخد نیست که هر مشاهده به کدام زير 
     جامعه تعلق دارد.

نشان      و و 2  و1 تعريف: فرض کنید
يج    باشد که  𝑛يج نمونه تصادفي به حجم  دهنده

 (    ) بعدي با تابع چگالي احتمال pبردار تصادفي 
شامل متغیرهاي تصادفي    است.    در فضاي
امین  𝑗-مشخصه اندازه گیري شده بر روي  pمربوط به 

به صور  زير    تابع چگاليگاه  عنصر نمونه است. آن
 نوشته مي شود:

 (    )  ∑            
 
  1 (1           )
         

تابع چگالي احتمال با بردار           که 
 است، که:   و    پارامترهاي ناشناخته

∑          

 

  1

             

             

مجهول در مدل شامل تمام پارامترهاي   
 آمیخته است که به صور 

    1  2      1   1  2       
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ها    که مجموع جايي از آن شود.  نوشته مي
ها از روي بقیه قابل محاسبه  يج است، يکي از آن

کنار گذاشته شده    ،   در نتیجه در تعريف است،
نسبت هاي       2  1 است. در تعريف فوق

ها   تعداد مولفه  چگالي مولفه ها،          آمیخته
  ( يج چگالي آمیخته 1در مدل آمیخته و چگالي)

 شود.  مولفه اي نامیده مي
هاي عمده که شامل   يکي از اولین تحلیل

در بیش از صد سال  ،هاي آمیخته بود  استفاده از مدل
( 1814ن)یرسقبل به وسیله زيست سنج مشهور کارل پ

مولفه چگالي نرمال  انجام شد. او يج مدل آمیخته با دو
1 هاي و واريانس μ2μ ,1را با میانگین هاي متفاو  

2
 , 

σ2
2σ  3هاي ويلدن)  به داده 2  1 را با نسبت هاي-

 برازش داد. (1812
هاي مهم و گاه   يکي از جنبه :شناسايي پذيري

بودن هاي آمیخته بررسي شناسايي پذير   دشوار توزيع
شناسايي پذيري يج توزيع آمیخته به  ست.ا ها آن

هاي يکتا براي آن توزيع است.   معني وجود مشخصه
برآورد پارامترها در شرايطي که توزيع آمیخته شناسايي 

گمراه  پذير نباشد، ممکن است منجر به نتايج کام   
 يدر ساده ترين حالت شناسايي پذير اي شود.  کننده

 با رابطه زير بیان مي شود. fتوزيع آمیخته 
 

 (    )   (    
 )      (2   )

     

مقادير فضاي پارامتري توزياع     و Ψکه در آن 
 هستند. fآمیخته 

  توزيع سري :توزيع سري لگاريتمي آمیخته
براي بررسي  (1)ي را فیشر، کوربت و ويلیامزلگاريتم

اين  ها در ما يان پنینسو ، ابداع کردند.  توزيع پروانه
هاي گیاهي،   گیري ربعي از گونه  ها در نمونه  سري

هاي جانوري، رشد جمعیت و کاربردهاي   توزيع گونه
دي مورد استفاده قرار گرفته است. تعداد ديگري اقتصا

لگاريتمي براي نشان دادن   توزيع سريمحققان از ز ا
هاي محصول خريداري شده توسط   توزيع تعداد آيتم
  ره زماني مشخد، استفاده کردند. آنخريدار در يج دو

لگاريتمي اين   ها به اين نکته اشاره کردند که سري

 وابسته باشند.   مزيت را دارند که تنها به يج پارامتر
يتمي از بريق بسط تابع لگار  يسر يعتوز

به  عنوان سري تواني دربه           لگاريتمي
آن، در  آيد. روش ديگر براي به دست آوردن  دست مي

توزيع دو جمله اي   نظر گرفتن آن به مورد محدودکننده
به سمت  k)صفر بريده(، با میل کردن منفي بدون خطا

صفر است. هر کدام را که انتخاب کنید، توزيع سري 
لگاريتمي توزيع بسیار مفیدي روي اعداد صحیح مثبت 

جا که صفر براي متغیر تصادفي، مقدار   است. از آن
لگاريتمي پیروي کند،   که از توزيع سريممکني نیست 

اين توزيع مدل جايگزيني براي آزمايشاتي است که در 
 تواند صفر باشد.  آن مقدار متغیر تصادفي نمي

را        تابع مولد احتمال  با استفاده از معادله
 توان به اين صور  نوشت:  مي

       [ 
 ]  

              

     
 

θ وقتي        

(3               )      
 1  1       1

1  1       
     

به سمت صفر  kزماني که     گرفتن از با حد
 بناآوريم،   د، فرمي نامشخد به دست ميکن  میل مي

  م و رابطهبري  را به کار مي L’ Hospitalاين قانون بر
 دست مي آيد.ه ( ب4)

 

                  
 1       1

1  1     
 

    1    

    1   
 

 1

   1   
∑

     

 
 
  1      

 
اکنون، تابع مولد احتمال، توزيع احتمال متغیر 

 xکند. يعني اگر متغیر تصادفي   تصادفي را مشخد مي
به       تابع مولد احتمالي داشته باشد که توسط

احتمال از اين  گاه تابع تجمعي  دست آمده باشد، آن
 آيد:  رابطه به دست مي

 

 [   ]  [
 

  

  

  
     ]

   
 

  
  

        

  

 
                

 
شود. به   لگاريتمي گفته مي  توزيع سريکه به آن 

 توان ثابت کرد که:  راحتي مي
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     2
       

 
  

        
 

 

کنیم  فرض مي   برآورد کردن براي
  تصادفي از توزيع سري  نمونه      2  1 

است. میانگین نمونه به اين شکل  θلگاريتمي با پارامتر 
 آيد: به دست مي

  
 

𝑛
∑  

 

  1

 

 
 در با  ثابت شد که در جامعه:

       
  

   
 

 
 زير به دست مي  لهددو، معا اينبا مساوي قرار دادن 

 آيد: 

  
  

   
 

 که
 

 
 
   

 
 

 يا

 ̂  
 

   
 

        به بازه متعلق ̂  ضرور  دارد که مقدار
 .باشد

در ضمن تابع چگالي توزيع پواسن به صور  زير 
 باشد.  مي

     
     

  
              

آمیخته براي مشاهدا  توزيع چگالي  تابع
 =1,2,…,𝑛 :به صور  زير است 

    |   ∑        |   
 

  1
 

∑که در آن      
 
𝑗     و 1    

و          

Ψ بردار                             

   تمام پارامترهاي مدل مي باشد. احتما   آمیخته 
تواند به عنوان احتما   غیر شربي در نظر گرفته   مي
 شود.

با جايگذاري توزيع سري لگاريتمي در معادله حال 
با احتمال با ، توزيع سري لگاريتمي آمیخته متناهي 

 دست مي آيد:ه غیرشربي ب

    |   ∑  
  

 𝑛     

   

  

 

  1

 

اين مدل با استفاده از برنامه نوشته شده در نرم 
کار گرفته ه جهت تحلیل داده هاي مورد نظر ب  افزار 

شده است. نیکوئي برازش مدل ها در توزيع با استفاده 
گرفته و بهبودي مدل از آماره کاي دو مورد بررسي قرار 
 در کاهش آماره کاي دو بوده است.

، بیماران مقالهداده هاي مورد بررسي در اين 
ديابتي تحت پوشش انجمن خیريه حمايت از بیماران 

تا ارديبهشت  1383از مهرماه سال شهر اراک ديابتي 
حجم نمونه بر اسا  يج  باشند.  مي 1381ماه سال 

بیمار ديابتي که به بور  33مطالعه مقدماتي بر روي 
 تصادفي انتخاب شده بودند و با استفاده از فرمول

𝑛  
       2     ⁄  

 2

 
                2   

    

2
 

      2
     

نفر برآورد شد. نمونه ها به صور   433حدود 
تصادفي انتخاب شده اند؛ که براي آن ها عارضه به 

ذکر شده در ذيل به  متغیر 32عنوان متغیر پاسخ و 
عارضه ناشي از  هاي مستقل ذکر شدند.عنوان متغیر

 بیماري ديابت که در اين تحقیق مدنظر است، عبار 
ادرار،  فشارخون با ، ديده شدن پروتيین در ست ازا

وجود زخم هاي دير خوب شونده، گزگز شدن دست و 
پاها، کوري، عفونت هاي مکرر و بیماري قلبي و 

بیماري که يج يا چند تا از فاکتورهاي فوق را  کلیوي.
 دارا باشد، در اين تحقیق عارضه دار محسوب مي

 .(1)جدول شماره شود
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 متغیرهای مستقل مربوط به عارضه دیابت .1 شماره جدول

1 3 4 3 2 1 K 

 نام متغیر حبوبا  جنس سن نوع ديابت وزن مد  ابت 

12 11 13 1 8 7 K 

 نام متغیر مصرف صبحانه سنگج لواش بربري نان جو چربي

18 17 11 13 14 13 K 

 نام متغیر تعداد وعده غذايي آب پز سرخ کردني کبابي مغز مصرف گوشت

24 23 22 21 23 11 K 

 نام متغیر نوع روغن نوع گوشت دارچین سبزي شنبلیله نخود فرنگي

33 21 28 27 21 23 K 

 نام متغیر سیب زمیني اسفناج هويچ لبنیا  میوه تخم مرغ

    32 31 K 

 نام متغیر میزان قند خون میزان کلسترول خون    

 

 ی پژوهشها  یافته
در اين مقاله بر روي کاربرد مدل بیان شده 

هاي انتخاب شده از بین بیماران ديابتي صور   نمونه
 433انجام شده حاضر بر روي   در مطالعهگرفته است.

بیماران دچار  درصد 81بیمار به اين نتیجه رسیديم که 
که در مورد متغیر  توجه به اين باعارضه مي باشند. 

توزيع سري عارضه مقدار صفري ديده نمي شود، 
 لگاريتمي که به مقدار صفر چگالي نسبت نمي دهد،

 .خواهد بودها   توزيع مناسب تري جهت برازش داده
چگالي مربوط به متغیر عارضه به صور  زير 

 است:

     ∑                       

32

  1

 

که چگالي يج توزيع سري لگاريتمي آمیخته 
)احتما   آمیخته( وزني است    است. در اين چگالي 

،          ام، iکه به چگالي مربوط به متغیر 
نسبت داده شده است.  زم به ذکر است که 

∑     
32
در اين مقاله با در نظر گرفتن مقادير . 1  

بین   هبه مقايس         ،   مختلفي براي 
چگالي هاي ايجاد شده براي متغیر عارضه، تحت توزيع 

آمیخته، جهت تعیین هاي سري لگاريتمي و پواسون 
جا که بررسي برازش  پردازيم. از آن  بهترين مدل مي
باشد، آماره   هاي فوق مورد نظر مي مدل براي داده

آزمون براي نیکويي برازش تقريبا  داراي توزيع کي دو 
دو استفاده مي کنیم و  ور از آماره کايين منظدباست 

هاي پیشنهادي بر اسا  مقادير مختلف   بین چگالي

، چگالي برتري دارد که داراي                 
 د.مقدار آماره کاي دو کمتري نسبت به بقیه باش

مدل با احتما    7با توجه به نوع متغیرها 
 نظر ميدر بیان شده در ذيل ( مختلف ها   آمیخته)

 ،مدل 1گیريم، سپس مقادير آماره کاي دو را براي هر 
آمیخته تحت سري لگاريتمي آمیخته و پواسون 

 کنیم.  محاسبه و با هم مقايسه مي

1: تخصید وزن 1مدل 

 
ه متغیرهاي مربوط به ب 

)نحوه مصرف صبحانه، تعداد وعده غذايي، عادا  غذايي
مصرف غذاي سرخ کردني، مصرف غذاي کبابي، 

: 2مدل ، مصرف گوشت و نوع روغن مصرفي(
تغیرهاي مربوط به ويژگي هاي به م 3/1تخصید وزن 

 1/1: تخصید وزن 3مدل ، )جنس، سن، وزن(فردي
به متغیرهاي مربوط به نان و غ  )حبوبا ، سنگج، 

: تخصید وزن 4 مدل، لواش، بربري، نان جو و مغز(
)نوع هاي مربوط به وضعیت س متي افرادبه متغیر 4/1

، میزان قندخون و میزان کلسترول ءديابت، مد  ابت 
مربوط  به متغیرهاي 8/1: تخصید وزن 3مدل ، خون(

دارچین، سبزي، شنبلیله، به مصرف میوه و سبزيجا )
مدل ، نخود فرنگي، سیب زمیني، اسفناج، هويچ، میوه(

غیرهاي مربوط به مواد به مت 1/1: تخصید وزن 1
نوع گوشت، میزان مصرف  چربي، آب پز،پروتيیني)

 :7مدل، لبنیا  و تعداد تخم مرغ مصرفي در هفته(

1تخصید وزن

32
  يمتغیر مستقل مورد بررس 32به  
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مقادير آماره کاي دو را براي هر  2 شماره جدول
کدام از مدل هاي فوق تحت سري لگاريتمي آمیخته و 

پواسون آمیخته نشان مي دهد؛ که با استفاده از نرم 
 محاسبه شده است. Rافزار 

 
 رآورد شده تحت سری لگاریتمی آمیخته و پواسون آمیختهب دو یاكآماره  .2 شماره جدول

 آماره کاي دو تحت پواسون آمیخته آماره کاي دو تحت سري لگاريتمي هاي مورد بررسي  دلم

1 133/3 11/233 

2 328/7 11/228 

3 372/2 8/111 

4 432/3 21/233 

3 222/3 41/114 

1 714/1 23/181 

7 131/3 81/117 

 

 
مقدار آماره کاي  2 شماره بر اسا  نتايج جدول

براي  131/3دو توزيع سري لگاريتمي آمیخته برابر با 
ها است و   مدل  فتم با تفاو  زيادي کمتر از بقیهمدل ه
دهد که در نظر گرفتن چگالي آمیخته با   نشان مياين 

براي همه متغیرهاي مستقل  32/1وزن هاي برابر 
هاي مورد   ب ترين مدل برازش شده در بین مدلمناس

بررسي است. در مورد توزيع پواسون آمیخته نیز مي 
توان گفت که مدل ششم با مقدار آماره کاي دو برابر 

باشد، زيرا مقدار  بهترين مدل ممکن مي 81/117با 
 ت.آماره کاي دو مربوط به آن از بقیه کمتر اس

 نتیجه گیریبحث و 
و مقادير آماره کاي دو  2با توجه به جدول شماره 

  سري لگاريتمي و پواسون آمیخته ميتحت دو توزيع 
توزيع پواسون آمیخته در تمامي موارد مقدار بینیم که 

آماره کاي دو بیشتري در مقايسه با توزيع سري 

گیريم توزيع   ه دارد. پس نتیجه ميلگاريتمي آمیخت
مناسب تري جهت برازش داده  سري لگاريتمي توزيع

باشد. علت اين امر اين است که توزيع پواسون   ها مي
مي دهد، در حالي  به مقدار صفر چگالي مثبتي را نسبت

که در مورد متغیرهاي مورد بررسي مقدار صفري ديده 
اين توزيع سري لگاريتمي که به مقدار  بر نمي شود. بنا

صفر چگالي نسبت نمي دهد، توزيع مناسب تري جهت 
 مدل بندي داده ها مي باشد.

خته با احتما   آمیمدل هفتم اسا  و بر اين 

1برابر 

32
عارضه براي کلیه متغیرهاي تاثیرگذار بر بروز  

که مقدار آماره کاي دو  بیماران ديابتي مورد بررسي،
با تفاو  زيادي کمتر  آنتوزيع سري لگاريتمي آمیخته 

 ميمناسب ترين مدل برازش شده  ،موارد است از بقیه
.باشد 
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Mixture of Logarithmic Series Distribution and 

 Its Application in Modeling of Effects of  

Nutrition on Complications in  

Diabetic Patients 

 
Nasiri P

1*
,  Mighani M

1
, Aneshkani A

1 
Abstract 

Introduction: Modeling is one of the most 

basic methods to explain the statistical 

variables that by using it we can realize the 

response variable distribution. Mixture 

distribution can improve the goodness of fit 

largely, so, the aim of this study was to 

introduce the mixture of logarithmic series 

distribution and modeling of effects of 

nutrition on complications in diabetic 

patients by it. 

 

Material & methods: This study examined 

appropriate model fitted related to diabetic 

patient's data after introducing the mixture 

of logarithmic series distribution. 32 

variables have been considered which 

related to type and consumption instruction 

of food as independent variables and 

complication as dependent variable.  

 

Findings: The results showed that 

according to chi-square value of Mixture 

logarithmic series distribution, fitted model 

with a mixing ratio of 1/32 to all 

independent variables are reasonable 

model. 

 

Discussion & Conclusion: given that data 

of diabetic patients' complications have no 

zero density and also comparing  2 statistic 

from mixture of logarithmic series 

distribution combined and mixed Poisson 

distribution, we find that mixed logarithmic 

series distribution model gives a better fit to 

data. 

 

Keywords: Ability to identify, Likelihood 

function, Mixture of logarithmic series 

distribution, Diabet, Nutrition, complication 
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